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Введение. При исследовании различных задач оптимального управления, описываемых как 
линейными, так и нелинейными уравнениями, существенную роль играет представление реше-
ний линейных или линеаризованных уравнений (см., напр., [1–4]). Исходя из этого настоящая 
статья посвящена нахождению представления решений двух классов линейных разностных 
уравнений. Найдено представление решения двумерных линейных разностных уравнений типа 
Вольтерра, а также решение краевой задачи для линейного разностного уравнения, представ-
ляющего собой дискретный аналог гиперболического интегро-дифференциального уравнения 
типа Вольтерра.
1. Представление решения двумерных линейных неоднородных уравнений типа Воль-
терра. Постановка задачи. Рассмотрим систему двумерных линейных разностных уравнений 
типа Вольтерра:
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Здесь K(t,x,τ,s) - заданная (n × n) дискретная матричная функция, t0, t1, x0, x1 - заданные числа, 
причем разности t1 – t0, x1 – x0 - есть натуральные числа, f(t,x) - заданная n-мерная дискретная 
вектор-функция, z(t,x) - искомая n-мерная вектор-функция.
Система уравнений (1) является дискретным аналогом системы двумерных линейных инте-
гральных уравнений типа Вольтерра (см., напр., [5–7]).
Требуется найти представления решения системы уравнений (1) через дискретный аналог 
резольвенты матрицы K(t,x,τ,s).
Представление решения. Пусть 0 1 0 1( , ; , ) ( ; )R m t x t t m t x x x≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤   – пока неизвест-
ная (n × n) матричная функция. Тогда для произвольных ( , )m   справедливо соотношение
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Л е м м а. Пусть ( , , , )L t x st  и ( , , , )M t x st  – заданные (n × n) дискретные матричные функции. 
Тогда справедливо тождество
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Лемма представляет собой дискретный аналог двумерной леммы Фубини (см. напр., [8–11]).
Предположим, что матричная функция ( ), ; ,R m t x  является решением матричного разност-
ного уравнения Вольтерра
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Далее, с учетом леммы из (2) получаем справедливость тождества
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Из (4) ясно, что
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Поэтому из (5) с учетом (6) получаем
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(7)
Принимая во внимание тождества (7) и (1), приходим к соотношению
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Далее можно показать, что
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Принимая во внимание тождество (9) в (4), получим
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Матричную функцию ( , ; , )R m t x  по аналогии с работами [8–11] назовем резольвентой урав-
нения (1), а матричные разностные уравнения (4) и (10) – уравнениями резольвенты.
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Те о р е м а  1. Решение z(t,x) системы линейных двумерных разностных уравнений типа 
Вольтерра (1) допускает представление в виде (8).
Здесь ( ), ; ,R t x st  является решением двумерных линейных матричных разностных уравне-
ний типа Вольтерра (4) и (9).
Об одном обобщении. Предположим, что в уравнении (1) свободный член f(t,x) имеет вид
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(12)
Его решение на основе теоремы 1 (см. (8)) допускает представление
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(13)
Применяя лемму, получаем, что
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Тогда представление (13) принимает вид
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Таким образом, удалось решение уравнения (12) представить в виде (14).
2. Представление решения системы линейных неоднородных разностных уравнений, 
являющееся разностным аналогом интегро-дифференциального уравнения гиперболиче-
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0 0 0 1( , ) ( ), , 1,..., ,z t x a x x x x x= = +  
 0 0 0 1( , ) ( ), , 1,..., ,z t x b t t t t t= = +  (16) 
0 0 0( ) ( ) .a x b t a= =
Здесь ( , ),   ( , , , )A t x B t x st  - заданные (n × n) дискретные матричные функции, ( , , , )f t x st  - за-
данная n-мерная дискретная вектор-функция, a(x) и b(t) - заданные n-мерные дискретные век-
тор-функции, t0, t1, x0, x1 - заданные числа, причем разности t1 – t0 и x1 – x0 есть натуральные 
числа.
Представление решения. Через ( , ; , )R m t x  обозначим пока неизвестную (n × n) матричную 
функцию. Пусть z(t,  x) – решение краевой задачи (15)–(16).
Умножим обе части уравнения (15) слева на матричную функцию ( 1, 1; 1, 1)R m t x+ + + +  
и просуммируем обе части полученного соотношения по t(x) от t0(x0) до 0 0( ) ( ), ( ).m m t x≥ ≥ 
Имеем 
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Займемся преобразованием левой части тождества (17). Делая замену переменных 
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Используя дискретный аналог двумерной леммы Фубини, получим
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Пусть матричная функция ( , ; , )R m t x  является решением краевой задачи
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(E – (n × n) – единичная матрица).
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Таким образом,
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Те о р е м а  2. Решение краевой задачи (15)–(16) допускает представление в виде (24).
Дадим второе представление решения задачи (15)–(16) с помощью дискретного аналога ма-
трицы Римана [7].
Пусть ( , ; , )Q t x st  – пока произвольная, т. е. неизвестная (n × n) матричная функция, а z(t,x) 
является решением задачи (15)–(16). Тогда для любых (t,x) справедливо соотношение
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Отсюда на основе двумерного аналога формулы Фубини имеем:
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Далее, делая замену переменных 1 ,  1 ,st + = α + = β  получаем справедливость цепочки ра-
венств
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Q t x t s z t s Q t x s z s Q t x t x z t x
- -
t= = t= + = + = +
-
= + t= = +
t t + + = t - - t = - - -
- - - + t - - t = - - -
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
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1 1
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1
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Q t x t x z t x Q t x t s z t s Q t x x z x







- - - + - - - - - +
+ - - - - - + t - - t -












t - - t∑ ∑
 
(28)
Учитывая соотношения (26)–(28) в (25), приходим к соотношению
0 0
0 0 0 0
1 1
0 0 0 0 0 0
( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, ) ( , )
( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , )
x x
s x s x
Q t x t x z t x Q t x t x z t x Q t x t x z t x
Q t x t x z t x Q t x t s z t s Q t x t s z t s
- -
= =
- - - - - - - +
+ - - + - - - - - +∑ ∑
 
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1
0 0
1 1 1 1 1 1
( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , )
( , ; , ) ( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , , , ) ( , )
t t t x
t t t s x
t x t x t x
t s x t s x s
Q t x x z x Q t x x z x Q t x s z s
Q t x s A s z s Q t x B s z s
- - - -
t= t= t= =
- - - - - -
t= = t= = α=t β=
+ t - - t - t - - t + t - - t =
 
= t t t + α β α β t t 
 
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
0 0
1 1 1 1
( , ; , ) ( , , , ) .
t x t x
t s x s
Q t x f s
- - - -
t= = α=t β=
+
 
+ α β α β t 
 
∑ ∑ ∑ ∑
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0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1
0 0
1 1 1 1 1 1
( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( , )
( , ; , ) ( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , , , ) ( , )
t t t x
t t t s x
t x t x t x
t s x t s x s
Q t x x z x Q t x x z x Q t x s z s
Q t x s A s z s Q t x B s z s
− − − −
τ= τ= τ= =
− − − − − −
τ= = τ= = α=τβ=
+ τ − − τ − τ − − τ + τ − − τ =
 
= τ τ τ + α β α β τ τ 
 
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
0 0
1 1 1 1
( , ; , ) ( , , , ) .
t x t x
t s x s
Q t x f s




+ α β α β τ 
 
∑ ∑ ∑ ∑
 
(29)




( , ; 1, 1) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , , , )
t x
s
Q t x s Q t x s A s Q t x B s
− −
α=τβ=





( , ; 1, 1) 0,
( , ; 1, 1) 0,
, ; 1, 1 .
Q t x x
Q t x t s
Q t x t x E
τ − − =
− − =
− − =  
(31)
Тогда из соотношения (29) следует представление
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0
( , ) ( , ; 1, 1) ( , ) ( , ; 1, 1) ( ) ( , ; 1, 1) ( )
( , ; 1, 1) ( ) ( , ; 1, 1) ( ) ( , ; , ) ( , , , ) .
x t t x t x
s x t t s x s
z t x Q t x t x z t x Q t x t x a x Q t x t x b t
Q t x t s a s Q t x x b Q t x f s
− − − − − −
= τ= τ= = α=τβ=
= − − − + − − + − − +
 
+ − − + τ − − τ + α β α β τ 
 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 
(32)
Те о р е м а  3. При сделанных предположениях решение краевой задачи (15)–(16) допускает 
представление в виде (32), где матричная функция ( , ; , )Q t x sτ  является решением матричного 
разностного уравнения (30), с краевыми условиями (31).
Заключение. Таким образом, для двух типов линейных разностных уравнений Вольтерра 
двумя способами получены представления решений. Отметим, что полученные в настоящей 
работе представления решений для двух классов линейных двумерных разностных уравнений 
Вольтерра могут найти применение при доказательстве ограниченности и устойчивости реше-
ний соответствующих уравнений, а также при исследовании соответствующих задач оптималь-
ного управления подобными нелинейными уравнениями.
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